
ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო 

უნივერსიტეტი 
ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი 

მათემატიკის დეპარტამენტი 

 
 

 

 

 
გიორგი გოგნაძე 

 

 

ფურიეს ლაკუნარული მწკრივების შესახებ 
  

(საბაკალავრო ნაშრომი) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ხელმძღვანელი: თსუ-ს ასოც. პორფ. 

ფიზ. მათ. მეც. დოქ.                                        თეიმურაზ ახობაძე 

 

 

 

 

 

2014 წელი 

 



2 
 

§1 შესავალი 

 

ვთქვათ f ფუნქცია 2 -პერიოდულია და 

(1.1)                                         





1

sincos
k

knkn xnbxna
kk

 

არის ],[ Lf  ფუნქციის ფურიეს ლაკუნარული მწკრივი უსასრულო „ნახტომებით“ 

 1, kk nn , სადაც  kn   Nk  მკაცრად ზრდადი ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობაა. 

ვთქვათ ],[0 x  ფიქსირებული წერტილია, ვიტყვით რომ )(u   0,  uRu  არის f -ის 

უწყვეტობის მოდული 0x  წერტილში, თუ 

0 0
0

( ) sup ( ) ( ) .
t u

u f x t f x
 

    

ვთქვათ, აგრეთვე, )(* u  არის ისეთი ფუნქცია, რომ 

* *1) (0) 0, ( ) 0,t    როცა 0;t   

* *

1 22) ( ) ( ),t A t   როცა 1 20 ;t t   

)3  არსებობს 0  ისეთი, რომ 

 * *

1 1 2 2( ) ( ) ,t t B t t     სადაც 1 20 .t t   

(იგულისხმება, რომ A  და B  დადებითი მუდმივებია). 

 კარგად არის ცნობილი დებულებები ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის 

კოეფიციენტების ყოფაქცევის შესახებ. კოეფიციენტების რიგი განპირობებულია ფუნქციის 

სხვადასხვა გლობალური თვისებებით (მაგალითად, პირობები უწყვეტობის ან ინტეგრალურ 

მოდულებზე).  

ნობელმა [1]  (Nobel) დასვა შემდეგი პრობლემა: თუ f  ფუნქციის რომელიმე თვისების 

შესრულება ],[   ინტერვალზე იწვევს რაიმე დასკვნის გაკეთების საშუალებას f  ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივის შესახებ, მაშინ )( f -ის რა ლაკუნარობა იძლევა გარანტიას  მსგავსი 

დასკვნის გაკეთებისთვის, როცა მოთხოვნილი თვისება სრულდება მხოლოდ ლოკალურად. 

პრობლემის შესწავლისას ტომიკმა [2] (Tomic) დაამტკიცა შემდეგი 
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თეორამა ა). თუ  

    )()(  O , 0 1,   

და  kn  აკმაყოფილებს ადამარის (Hadamar) ლაკუნარობას: 

(1.2)      1liminf 1,k

k
k

n

n




  

მაშინ (1.1) ფურიეს ლაკუნარული მწკრივისათვის გვაქვს 

    , ( ), /(2 ).
k kn n ka b O n        

 ტომიკმა [3] დაამტკიცა უფრო ზოგადი 

თეორემა ბ). თუ f  ფუნქცია იშლება ფურიეს მწკრივად, სადაც  kn  მიმდევრობა 

აკმაყოფილებს ადამარის  პირობას, და  

   *

0 0( ) ( ) (1) ( ),f x t f x O t    როცა 0,t   

*( ( )t  ზემოთ აღნიშნული ფუნქციაა), მაშინ  

*, (1) (1/ ),
k kn n ka b O n  

როცა 0 1,   და 

*, (1) (1/ ) log ,
k kn n k ka b O n n  

თუ 1 . 

 პატადიას [4] ( J.R. Patadia ) სტატიაში განზოგადოებულია თეორემა ბ)  უფრო ზოგადი  

პირობით: 

(1.3)      1 1min , ( ),k k k k kn n n n CF n      

სადაც )( knF  ზრდადია + -სკენ, როცა k , kk nnF )(  ყოველი k N თვის, ამასთან C  

დადებითი მუდმივია. კერძოდ, მან დაამტკიცა შემდეგი  

  თეორემა A. თუ  

*

0 0( ) ( ) (1) ( ),f x t f x O t    როცა 0,t   
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სადაც )(* t  აკმაყოფილებს 1), 2) და 3) პირობებს და, ამასთან, თუ  kn -სათვის 

სამართლიანია (1.3), მაშინ  

)(/1()1(, *

knn nFOba
kk

 . 

ამავე შრომაში მან დაამტკიცა დებულება ლაკუნარული მწკრივების აბსოლუტური 

კრებადობის შესახებ. 

თეორემა B. თუ *

0 0( ) ( ) (1) ( ),f x t f x O t    როცა 0t  და   

   
  







1
12/

* /1

n
rr

r

nFn

nF
  0 1 ,r   

სადაც  kn
 
აკმაყოფილებს (1.3) პირობას, მაშინ

  






 



1r

r

n

r

n kk
ba . 

ჩვენი მიზანია თეორემა A და თეორემა B-ს ანალოგების დამტკიცება ორჯერადი 

ლაკუნარული მწკრივებისათვის. 

 

§2 შედეგების ფორმურილება 

 

განვსაზღვროთ ),(* ts  ფუნქცია : 

)i       0,,00,0 **  ts , 1 20 0;t t    

)ii     2

*

1

* ,, tsAts   , 1 20 0;t t  
 

         tsBts ,, 2

*

1

*   , 00 21  ss ; 

)iii  ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს 0,   ისეთი, რომ  

    * *

1 1 2 2, , ,s t t C s t t     1 20 ,t t   

    * *

1 1 2 2, , ,s t s D s t s     1 20 ;s s   
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DCBA ,,,  მუდმივებია, ამასთან, უკანასკნელი შეფასებები სრულდება თანაბრად t-სა და s-ის 

მიმართ.  ვიგულისხმოთ, აგრეთვე, რომ ორი ცვლადის f  ფუნქციას გააჩნია ლაკუნარული 

მწკრივი, რომლისთვისაც  

(2.1)                                1 1min , ( ),k k k k kn n n n C F n 
    

                               1 1min , ( ),j j j j jm m m m C F m 
    

სადაც )( knF , )( jmF  იზრდება + -სკენ, როცა, jk, . kk nnF )( ; jj mmF )(  ყოველი 

,k j N თვის; C , C   დადებითი მუდმივებია. 

 

თეორემა 1. ვთქვათ 

         *

0 0 0 0 0 0, , , , (1) ( , )f x s y t f x s y f x y t f x y O s t        , როცა , 0,s t   

სადაც ),(* ts  აკმაყოფილებს ზემოთ აღნიშნულ პირობებს, ამასთან,  kn -თვის და  
jm -

თვის სამართლიანია (2.1) პირობები. მაშინ  

    

   














kj
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kj
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. 

თეორემა 2.  ვთქვათ  

        *

0 0 0 0 0 0, , , , (1) ( , )f x s y t f x s y f x y t f x y O s t        , როცა , 0,s t   

და  











1 1
112/2/
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m n
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mFnF
, 0 1.r   

თუ km , kn  აკმაყოფილებს (2.1) პირობებს, მაშინ  

,

( , )
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p q

r

m n

p q

C
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სადაც nmC ,  არის f  ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტი. 
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§3. შედეგების დამტკიცება 

 

თეორემა 1-ის დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ ),(* ts  

განსაზღვრულია ),0(),0(   -ზე  და აკმაყოფილებს პირობებს: )i , )ii , ),iii  ამასთან 

000  tx . 1,  -სათვის გვაქვს:  

(3.1)                                                     
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,j km nC  არის f  ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები: 
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1
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i m x n y

m n M NC f x y T x T y e dxdy
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jM , )(yT

kN  ტრიგონომეტრიული პოლინომებია ხარისხებით )]([ jj mFCM   და

)]([ kk nFCN  .   შევნიშნოთ, რომ 

( )
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1
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j k j k
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m n M NC f x y T x T y e dxdy
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ამ ოთხივე გამოსახულების შეკრებით მივიღებთ:  
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განვიხილოთ უკანასკნელი ჯამის პირველი ორი შესაკრები. გვაქვს:  
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 ახლა დავაჯგუფოთ პირველი და მესამე შესაკრებები:  

 21 JJ
 

 
 


dydxeyTxTyxf

ynxmi

NM
kj

kj










)()(),(
16

1
2

 

 
dxdyeyTxT

m
yxf

ynxmi

NM

k

kj

kj



 

  









 )()(,










. 

მაშასადამე,  


kj nmC ,

 
 

 


dydxeyTxTyxf

ynxmi

NM
kj

kj










)()(),(
16

1
2

 

 



















 

  dxdyeyTxTy
n

xf
ynxmi

NM

j

kj

kj
)()(,











 
 











  

 


dydxeyTxT

n
yxf

ynxmi

NM

k

kj

kj












)()(,

16

1
2

 

 
2

1
, ( ) .

16

j k

j k

i m x n y

M N

j k j k

f x y T x T y e dxdy
m n m n

 

 

   



 

 

   
        

  
 

 

ამჯერად დავაჯგუფოთ პირველი და მეოთხე შესაკრებები, ე.ი. 
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