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რეზიუმე:

საბაკალავრო ნაშრომში შესწავლილია ბზარებით
შესუსტებული უბნობრივ ერთგვაროვანი მართკუთხა
განიკვეთის მქონე სხეულისთვის დრეკადობის თეორიის
ანტიბრტყელი ამოცანების ამოხსნის სასრულ-სხვაობიანი
მეთოდი. დიფერენციალური განტოლება შესაბამისი
სასაზღვრო პირობებით აპროქსიმირდება სხვაობიანი
ანალოგით. ამოცანის ასეთი დასმა საშუალებას იძლევა
უშუალოდ ვიპოვნოთ გადაადგილების ფუნქციის რიცხვითი
მნიშვნელობები ბადის კვანძებში. შემოთავაზებული
სათვლელი ალგორითმები აპრობირებულია კონკრეტული
პრაქტიკული ამოცანისთვის და თვლის შედეგი კარგ
მიახლოებაშია თეორიული კვლევით მიღებულ შედეგთან.
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შესავალი:

სასაზღვრო ამოცანების შესწავლას ბზარებით შესუსტებული
შედგენილი სხეულებისათვის დიდი პრაქტიკული
მნიშვნელობა აქვს. გამოსაკვლევი ამოცანების მათემატიკური
მოდელის საწყის მიახლოებად შეიძლება გამოყენებული იქნას
დრეკადობის ანტიბრტყელი თეორიის განტოლებები ბზარებით
შესუსტებული შედგენილი (უბნობრივ-ერთგვაროვანი)
სხეულებისთვის. ბზარის ამოცანას სასრულ-სხვაობიანი
მეთოდით ორთოტროპულ (კერძო შემთხვევაში იზოტროპულ)
სხეულისათვის კვადრატული არის შემთხვევაში, საწყის
ეტაპზე ვიხილავთ ერთგვაროვანი, შემდეგ კი უბნობრივ-
ერთგვაროვანი სხეულისათვის. ზემოაღნიშნული ამოცანების
თეორიული კვლევის გარდა ჩვენი მიზანია ავაგოთ სწრაფად
კრებადი რიცხვითი მეთოდი.
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

განვიხილოთ განტოლება

𝜕2𝑤 𝑥,𝑦

𝜕𝑥2
+ 𝜆2

𝜕2𝑤 𝑥,𝑦

𝜕𝑦2
= 0, 𝑥, 𝑦 ∈ Ω (1.1.1)

ბზარეზე გვაქვს პირობა

𝜏𝑦𝑧
+

= 𝑏44
𝜕𝑤 𝑥,+0

𝜕𝑦
= 𝑞 + 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐿

(1.1.2)

𝜏𝑦𝑧
−

= 𝑏44
𝜕𝑤 𝑥,−0

𝜕𝑦
= 𝑞 − 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐿

შეთანხმების პირობები: 𝑤 1,+0 = 𝑤 1,−0 , 𝑤 −1,+0 = 𝑤 −1,−0
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

სადაც λ2 =
𝑏44

𝑏55
, 𝑏44 , 𝑏55 დრეკადი მუდმივებია

ორთოტროპული სხეულის უშუალოდ ჰუკის კანონიდან

აღებული, იზოტროპულ შემთხვევაში 

λ2 = 1 , 𝑏44 = 𝜇 , 𝜇 − ძვრის მოდულია,

𝑞 ± 𝑥 ჰელდერის კლასის ფუნქციაა,

სიმეტრიული დატვირთვის დროს 
𝑞 + 𝑥 = 𝑞 − 𝑥 = 𝑞 𝑥
𝐿1 = 0,1 , 𝐿2 = −1,0 , 𝐿 = 𝐿1 ∪ 𝐿2

 Ω = Ω1 ∪ Ω2 = 𝑥, 𝑦 , 𝑥 ∈ −𝑛, 𝑛 , 𝑦 ∈ −𝑛, 𝑛 ; Ω =  Ω \ 𝐿1 ∪ 𝐿2

ბზარის ბოლოებში უნდა სრულდებოდეს შეთანხმების პირობა

𝑤 1,+0 = 𝑤 1,−0 , 𝑤 −1,+0 = 𝑤 −1,−0 (1.1.4)
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §1.2 სხვაობიანი ბადე.

ვთქვათ 𝑛 ფიქსირებულია. განვიხილოთ სხვაობიანი რეგულარული კვადრატული ბადე
ბიჯით ℎ1 = ℎ2 = ℎ = 1/𝑁,𝑁 ∈ ℕ.
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §1.2 სხვაობიანი ბადე.

• §1.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)

(1.1.1) განტოლებას (
𝜕2𝑤 𝑥,𝑦

𝜕𝑥2
+ 𝜆2

𝜕2𝑤 𝑥,𝑦

𝜕𝑦2
= 0 ) ვცვლით 𝑂 ℎ2

სიზუსტის სქემით.

ხუთწერილოვანი შაბლონი
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §1.2 სხვაობიანი ბადე.

• §1.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)

ბზარის (1.1.2) პირობას ვცვლით 𝑂 ℎ სიზუსტის სქემით.

ბზარების ბოლოებში თავსებადობის პირობები გადატანილი 
სხვაობიან ბადეზე მიიღებს სახეს:

𝑊−𝑁, +0 = 𝑊−𝑁, −0 ≡ 𝑊−𝑁,0

(1.1.4∗)
𝑊𝑁, +0 = 𝑊𝑁, −0 ≡ 𝑊𝑁,0.
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თავი 1: ბზარის ამოცანა ერთგვაროვანი სხეულისათვის.
• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §1.2 სხვაობიანი ბადე.

• §1.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)
მიღებული განტოლებები გადავწეროთ იტერაციული სახით:

𝑊𝑖,𝑗
𝑘+1

=
1

2 1+𝜆2
𝑊𝑖+1,𝑗

𝑘
+ 𝑊𝑖−1,𝑗

𝑘
+𝑊𝑖,𝑗+1

𝑘
+𝑊𝑖,𝑗−1

𝑘 .

ბზარზე პირობები:

𝑊𝑖, +0
𝑘+1

= 𝑊𝑖, +1
𝑘

−
ℎ

𝑏44
𝑞𝑖

+ და 𝑊𝑖, −0
𝑘+1

= 𝑊𝑖, −1
𝑘

−
ℎ

𝑏44
𝑞𝑖

− .

ბზარის ბოლოებში პირობები:

𝑊(−𝑁), +0
𝑘+1

= 𝑊(−𝑁), −0
𝑘+1 და 𝑊𝑁, +0

𝑘+1
= 𝑊𝑁, −0

𝑘+1 .

ხისტად ჩამაგრების პირობა:

𝑊𝑛𝑁,𝑗
𝑘

= 0 და 𝑊 −𝑛𝑁 ,𝑗
𝑘

= 0; 𝑊𝑖,𝑛𝑁
𝑘

= 0 და 𝑊𝑖, −𝑛𝑁
𝑘

= 0

შეთანხმების პირობა: 𝑞𝑁
(+)

= 𝑞𝑁
(−)

, 𝑞(−𝑁)
(+)

= 𝑞(−𝑁)
(−)

;
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თავი 2: ბზარის ამოცანა უბნობრივ-ერთგვაროვანი 
სხეულისათვის

• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

მოცემულია განტოლება

𝝏𝟐𝒘𝒌 𝒙,𝒚

𝝏𝒙𝟐
+ 𝝀𝒌

𝟐 𝝏𝟐𝒘𝒌 𝒙,𝒚

𝝏𝒚𝟐
= 𝟎, 𝒙, 𝒚 𝝐𝜴𝒌 (2.1.1)

ა) ბზარის საზღვარზე მოცემულია მხები ძაბვები,

ხოლო ბზარის ბოლოებში, კი შეთანხმების პირობები:

𝝉𝒚𝒛
±

= 𝒃𝟒𝟒
𝒌 𝝏𝒘𝒌 𝒙,±𝟎

𝝏𝒚
= 𝒒𝒌

±
𝒙 , 𝒙𝝐𝑳𝒌

𝒘𝟐 −𝟏,+𝟎 = 𝒘𝟐 −𝟏,−𝟎 , 𝒘𝟏 𝟏,+𝟎 = 𝒘𝟏 𝟏,−𝟎

ბ) 𝑦 ღერძზე (გამყოფ საძღვარზე) სრულდება უწყვეტობის პირობები:

𝒘𝟏 𝟎; 𝒚 = 𝒘𝟐 𝟎; 𝒚 , 𝒚 ∈ −𝒏, 𝒏 , 𝒚 ≠ 𝟎

𝝉𝒙𝒛
𝟏
= 𝝉𝒙𝒛

𝟐
, ანუ 𝒃𝟓𝟓

𝟏 𝝏𝒘𝟏 𝟎;𝒚

𝝏𝒙
= 𝒃𝟓𝟓

𝟐 𝝏𝒘𝟐 𝟎;𝒚

𝝏𝒙

ხოლო Ω კვადრატის გვერდებზე კი შემდეგი სასაზღვრო პირობა:
𝒘𝟐 −𝒏, 𝒚 = 𝟎 და 𝒘𝟏 𝒏, 𝒚 = 𝟎, 𝒚𝝐 −𝒏, 𝒏 ,
𝒘𝟐 𝒙,±𝒏 = 𝟎 , 𝒙𝝐 −𝒏, 𝟎 და 𝒘𝟏 𝒙,±𝒏 = 𝟎 , 𝒙𝝐 𝟎, 𝒏 .
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თავი 2: ბზარის ამოცანა უბნობრივ-ერთგვაროვანი 
სხეულისათვის

• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §2.2 სხვაობიანი ბადე
ვთქვათ 𝑛 ფიქსირებულია. განვიხილოთ სხვაობიანი რეგულარული კვადრატული ბადე ბიჯით ℎ1 = ℎ2 = ℎ =
1/𝑁,𝑁 ∈ ℕ.
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თავი 2: ბზარის ამოცანა უბნობრივ-ერთგვაროვანი 
სხეულისათვის

• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §2.2 სხვაობიანი ბადე

• §2.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)

(2.1.1) განტოლებას (
𝝏𝟐𝒘𝒌 𝒙,𝒚

𝝏𝒙𝟐
+ 𝝀𝒌

𝟐 𝝏𝟐𝒘𝒌 𝒙,𝒚

𝝏𝒚𝟐
= 𝟎) ვცვლით 𝑶 𝒉𝟐 სიზუსტის სქემით.

ხუთწერილოვანი შაბლონი
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თავი 2: ბზარის ამოცანა უბნობრივ-ერთგვაროვანი 
სხეულისათვის

• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §2.2 სხვაობიანი ბადე

• §2.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)

ბზარის პირობას ვცვლით 𝑂 ℎ სიზუსტის სქემით:

𝒃𝟒𝟒
𝟏 𝑾𝟏 𝒙𝒊, 𝒚𝟏 − 𝑾𝟏 𝒙𝒊, +𝟎

𝒉
= 𝒒 𝟏

+
𝒙𝒊 , 𝒙𝒊𝝐𝑳𝟏𝒉

+ ;

𝒃𝟒𝟒
𝟏 𝑾𝟏 𝒙𝒊, 𝒚−𝟏 − 𝑾𝟏 𝒙𝒊, −𝟎

𝒉
= 𝒒 𝟏

−
𝒙𝒊 , 𝒙𝒊𝝐𝑳𝟏𝒉

− ;

𝒃𝟒𝟒
𝟐 𝑾𝟐 𝒙𝒊, 𝒚𝟏 − 𝑾𝟐 𝒙𝒊, +𝟎

𝒉
= 𝒒 𝟐

+
𝒙𝒊 , 𝒙𝒊𝝐𝑳𝟐𝒉

+ ;

𝒃𝟒𝟒
𝟐 𝑾𝟐 𝒙𝒊, 𝒚−𝟏 − 𝑾𝟐 𝒙𝒊, −𝟎

𝒉
= 𝒒 𝟐

−
𝒙𝒊 , 𝒙𝒊𝝐𝑳𝟐𝒉

− ;

ოთხი განტოლების თავსებადობისათვის 𝑥0, 𝑦0 წერტილში აუცილებელია

𝒒 𝟏
+

𝟎

𝒃𝟒𝟒
𝟏 ≡

𝒒 𝟐
+

𝟎

𝒃𝟒𝟒
𝟐 და 

𝒒 𝟏
−

𝟎

𝒃𝟒𝟒
𝟏 ≡

𝒒 𝟐
−

𝟎

𝒃𝟒𝟒
𝟐 .
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თავი 2: ბზარის ამოცანა უბნობრივ-ერთგვაროვანი 
სხეულისათვის

• §1.1 ბზარის ამოცანის დასმა, როდესაც ბზარი კვეთს გამყოფ საზღვარს

• §2.2 სხვაობიანი ბადე

• §2.3 სხვაობიანი ანალოგი (სქემა)

მიღებული განტოლებები გადავწეროთ იტერაციული სახით:

𝑾𝒌,𝒊,𝒌,𝒋
𝒎+𝟏

=
𝟏

𝟐 𝟏 + 𝝀𝒌
𝟐

𝑾𝒌,𝒊+𝟏,𝒋
𝒎

+𝑾𝒌,𝒊−𝟏,𝒋
𝒎

+𝑾𝒌,𝒊,𝒋+𝟏
𝒎

+𝑾𝒌,𝒊,𝒋−𝟏
𝒎

;

სხვაობიანი სქემა გამყოფი საზღვრის კვანძებში შაიწერება შემდეგი სახით:
𝑾𝟏,𝟎,𝒋 = 𝑾𝟐,𝟎,𝒋 ≡ 𝑾𝟏𝟐𝟎,𝒋;

𝒋 = −𝒏𝑵, 𝒏𝑵 − 𝟏 ,− 𝒏𝑵 − 𝟐 ,… , −𝟏 ;
𝒋 = 𝟏,… , 𝒏𝑵 − 𝟐 , 𝒏𝑵 − 𝟏 , 𝒏𝑵;

𝒃𝟓𝟓
𝟐 𝑾𝟐,𝟎,𝒋 − 𝑾𝟐,−𝟏,𝒋

𝒉
= 𝒃𝟓𝟓

𝟏 𝑾𝟏,𝟏,𝒋 − 𝑾𝟏,𝟎,𝒋

𝒉
;

როცა 𝒃𝟓𝟓
𝟏

= 𝒃𝟓𝟓
𝟐 , მაშინ 𝑾𝟏𝟐𝟎,𝒋 =

𝟏

𝟐
𝑾𝟏,𝟏,𝒋 + 𝑾𝟐,−𝟏,𝒋 .

როცა 𝒃𝟓𝟓
𝟏
≠ 𝒃𝟓𝟓

𝟐 , მაშინ 𝑾𝟏𝟐𝟎,𝒋 =
𝒃𝟓𝟓

𝟐
𝑾𝟐,−𝟏,𝒋+ 𝒃𝟓𝟓

𝟏
𝑾𝟏,𝟏,𝒋

𝒃𝟓𝟓
𝟐
+ 𝒃𝟓𝟓

𝟏 .
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თავი 3: პროგრამული კოდები და რიცხვითი გათვლები
• პროგრამული კოდის ფრაგმენტი
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