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ანოტაცია 

ნაშრომის მიზანს წარმოადგენს ავაგოთ კრიპტოსისტემა ელიფსურ წირზე . 
შევისწავლეთ სასრული ჯგუფები , რგოლები , ველები , მათი თვისებები . 
განვმარტეთ ოპერაცია ელიფსური წირის წერტილთა სიმრავლეზე და ამის 
საშუალებით ავაგეთ ალგორითმი ტექსტის დასაშიფრად და გასაშიფრად. 

 

 

Abstract 

Goal of this thesis is to build a cryptosystem using elliptic curves. We studied finite groups, 
rings fields and their properties. We defined operation on elliptic curves points and using 
this we built algorithm for encrypting and decrypting texts. 

 

 

შინაარსი 

კრიპტოგრაფიის შესახებ შეხედულებები დროთა განმავლობაში იცვლებოდა . 
იცვლებოდა შეხედულებები იმის შესახებ თუ როგორ უნდა და ვიცვათ ინფორმაცია , 
რომ გარეშე პირების ხელში აღმოჩენის შემთხვევაშიც კი მათ ვერ ( პრაქტიკულ 
დროში ) შეძლონ რეალური ინფორმაციის მიღბა . ინფორმაციის დაცულობას 
განსაზღვრავს ინფორმაციის დაშიფრული ვარიანტის გამშიფრავი ალგორითმის  
დადგენა , კონკრეტულად ცოდნა .კრიპტოსისტემები ელიფსურ წირზე  
წარმოადგენენ  ინფორმაციის დაშიფვრის მეთოდს და ამ ინფორმაციის დაშიფრული 
ვარიანტის გამშიფრავი ალგორითმი კარგადაა დაცული . 
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სასრული ჯგუფები 

ვთქვათ  G   სიმრავლე სასრული ჯგუფია და  ,H H G⊂   ქვეჯგუფია  G   

სიმრავლის .  0a G∀ ≠ ∈   განვიხილოთ სიმრავლეები  { | }a h h H aH∈ =  და   

{ | }h a h H Ha∈ = . რადგან   G   სიმრავლე ჯგუფია ე. ი.  aH G⊂  და  

Ha G⊂   a G∀ ∈   . 

 
ლემა 1 :   

( ) ( )aH bH Ha Hb aH bH Ha Hb∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ⇔ = =  . 

დამტკიცება  :   

⇐ .  ე. ი.  თუ   aH bH= ⇒ aH bH∩ ≠ ∅ . 

⇒ .  ვთქვათ  aH bH∩ ≠ ∅  ე. ი.   ი. რ.   c aH∈  და   c bH∈   ე. ი.  

1 2,h h H∃ ∈   ი. რ.  1c a h=   და  2c b h=    ე. ი.   1 2a h b h=   ე. ი. 

1 1
1 2 2 2( ) ( )a h h b h h− −=       ე. ი.  1 1

1 2 2 2( ) ( )a h h b h h− −=      ე. ი.   

1
1 2( )a h h b e− =      ე. ი.   1

1 2( )a h h b− =  , 1
1 2h h H− ∈   

ფიქსირებული ელემენტია . რადგან   1
1 2( )a h h b− =  ამიტომ  

1
1 2( ( ))a h h h b h h H− = ∀ ∈      ე. ი. 

1
1 2(( ) )a h h h b h h H− = ∀ ∈    . როდესაც  h H∈ შეიცვლება მთლიან 

H  სიმრავლეზე  1
1 2( )h h h−
    ეს ელემენტიც შეიცვლება მთლიან  H  

სიმრავლეზე , ამიტომ  
1

1 2{ | } { (( ) ) | } { | }a h h H a h h h h H b h h H−∈ = ∈ = ∈       ე. ი.  

aH bH= ( ასევე იქნება  Ha Hb∩ ≠ ∅   ⇔  Ha Hb=  )     

 
ე. ი. G  ჯგუფი იყოფა თანაუკვეთ სიმრავლეებად . დაყოფის შედეგად მიღებული 
სიმრავლეების კლასს დავარქვათ მარჯვენა და მარცხენა მოსაზღვრე კლასი, 
შესაბამისად .  ,H H G⊂ ქვეჯგუფს  დავარქვათ ნორმალური გამყოფი თუ G  

ჯგუფის  H  ქვეჯგუფით   დაყოფისას მარჯვენა და მარცხენა მოსაზღვრე კლასებად 
ერთმანეთს დაემთხვევა . როდესაც მარჯვენა და მარცხენა მოსაზღვრე კლასი 
ერთმანეთს დაემთხვევა მათ დავარქმევთ მოსაზღვრე კლასს . 

 
ლემა 2 :  

 თუ  G   სიმრავლე სასრული ჯგუფია და  ,H H G⊂   ქვეჯგუფი 

ნორმალური გამყოფია  aH Ha a G⇔ = ∀ ∈ . 
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დამტკიცება :  

⇐ . თუ   aH Ha a G= ∀ ∈ , ე. ი. მარჯვენა მოსაზღვრე კლასი ემთხვევა 

მარცხენა მოსაზღვრე კლასს , ასეთ დროს კი ჩვენ H  ქვეჯგუფს ვეძახით 
ნორმალურ გამოფს   
⇒ . H   ქვეჯგუფი ნორმალური გამყოფია  ე. ი. მარჯვენა მოსაზღვრე კლასი 

ტოლია  მარცხენა მოსაზღვრე კლასის , ე. ი. aH∀  სათვის მარცხენა 

მოსაზღვრე კლასიდან 
Hb∃ ელემენტი მარცხება მოსაზღვრე კლასიდან ი. რ.  aH Hb=  a G∀ ∈ . 

a aH∈  ე. ი. a Hb∈ , ასევე a Ha∈ , ე. ი.   a Ha Hb∈ ∩  ე. ი.  

Ha Hb∩ ≠ ∅ ამიტომ , ლემა 1−  ის  თნახმად Ha Hb= ე. ი. 

aH Ha a G= ∀ ∈   

 
ლაგრანჟის თორემა :  

ვთქვათ , G   სიმრავლე სასრული ჯგუფია და  ,H H G⊂   ქვეჯგუფი 

ნორმალური გამყოფია ,  მაშინ | | | | |H G  . 

დამტკიცება  :  

რადგან H   ქვეჯგუფი ნორმალური გამყოფია  ამიტომ ლემა 2 −  ის თანახმად  
aH Ha a G= ∀ ∈   . | | | |H aH a G= ∀ ∈ . მოსაზღვრე კლასის 

ელემენტების რაოდენობა იყოს n რიცხვი , n N∈ .  ე. ი.  | | | |G H n=    ე. ი.  

| | | | |H G   

 

a G∀ ∈  განვსაზღვროთ ასე ... n

n

a a a a=  



,  რადგან  G  ჯგუფია ე. ი. 

na G n N∈ ∀ ∈  

G  ჯგუფს დავარქვათ სახელი ციკლური თუ მოხდება , რომ  a G∃ ∈  ი. რ. 

0b G∀ ≠ ∈  n N∃ ∈ ი. რ. nb a= , ამ  a ელემენტს დავარქმევთ ჯგუფის 

წარმომქმნელს და ჩავწერთ ასე  G a= < > . 
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სასრული ველები 

ლემა 1: 

 თუ F  სიმრავლე სასრული ველია, მაშინ მას გააჩნია მახასიათებელი. 

დამტკიცება :  

განვიხილოთ e F∈  ერთეულოვანი ელემენტი და შემოვიღოთ აღნიშვნა, 

n N∀ ∈   და a F∀ ∈    ...
n

a a a n a+ + + = 



  ,   ე.ი. n a F∈    n N∀ ∈  და 

a F∀ ∈ განვიხილოთ ელემენტები    0 0, 1 , 2 , ... , , ...e e e e n e= =    .  

თითოეული მათგანი წარმოადგენს F  ველის ელემენტს , მათი რაოდენობა 
უსასრულოა ხოლოF  ველის ელემენტების რაოდენობა სასრულია , ე.ი. ამ 
ელემენტებიდან განსხვავებულების რაოდენობა სასრულია , ე.ი. ერთიდაიგივე 

ელემენტები მეორდებიან −ე.ი.  k e n e=   და   k n≠  .  k e n e=    ⇒    

( ) ( e)k e n e n e n+ − = + −      ⇒   0k n e− =    და   0k n− ≠   ე.ი.  

ნულოვანი ელემენტი მიღებადია ,  ე.ი.  არესებობს არანულოვანი რიცხვი ,  
როდესაც პირველად მიღებადია ნულოვანი ელემენტი .  p   იყოს ეს რიცხვი , 

ე.ი.  0p e =     

ლემა 2 : 

 ველის მახასიათებელი მარტივი რიცხვია. 

დამტკიცება :  

p  რიცხი იყოს ველის მახასიათებელი. ვთქვათ, p არაა მარტივი რიცხვი , 

მაშინ არსებობს  s  რიცხვი  ი.რ. | ,s p 1s ≠ და  s p≠  ე.ი.  ∃ 0r >   

p s r=   ე.ი. 0 ( ) ( ) ( r )p e s r e s e e= = =       ე.ი.  ან ( ) 0s e =  

ან ( r )e  0=  , მაგრამ p არის რიცხვი ,  როდესაც პირველად მიღებადია 

ნულოვანი ელემენტი  ე. ი.  თუ  0 k p< <  ,  0k e ≠  ,   ე.ი.   p  მარტივი 

რიცხვია    

ლემა 3 :   

{ 0 0, 1 , 2 , ... , (p 1) }pF e e e e e= = = −       სიმრავლე   ველია  . 

დამტკიცება :   

pF F⊂  და F ველია ე.ი. pF  სიმრავლის ელემენტებისთვის სრულდება −

ასოციაციურობისა და კომუტაციურობის თვისებები F  ველზე განსაზღვრული 
ორივე +  და    ოპერაციის მიმართ,  დისტრიბუციულობის თვისება, 

ნულოვანი ელემენტისა ( 0 0 )e =   და ერთეულოვანი ელემენტის ( 1 )e e=  
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არსებობის მოთხოვნები.  ( ) 0k e p k e p e+ − = =    ,  k e F∈  და  

( )p k e F− ∈  , { 0, 1, 2, ... , 1}k p∀ ∈ −   ე.ი. pF  სიმრავლის  ყოველ 

ელემენტს  pF  სიმრავლეში გააჩნია მოპირდაპირე ელემენტი . pF სიმრავლის 

ყოველი  k e ელემენტისთვის , { 1, 2, ... , 1 }k p∈ −  , განვიხილოთ 

ელემენტი 
(p) 1k eϕ −
  , რომელიც ასევე pF  სიმრავლის ელემენტია  , რადგან  

(p) 1k p m rϕ − = +  და  0 r p≤ <  ,  ე.ი.  
(p) 1 ( ) ( ) e 0k e p m r e p m r e r e r eϕ − = + = + = + =          და   

0 1r p≤ ≤ −   .   

რადგან   p მარტივი რიცხვია და   { 1, 2, ... , 1 }k p∈ −   , ამიტომ  

( , ) 1k p =   და ეილერის თეორემის თანახმად (p) 1 (mod )k pϕ ≡   ,   ე. ი.  

მივიღებთ,  რომ    
(p) 1 (p) 1 (p)( ) ( ) ( k ) e 1k e k e k k e e eϕ ϕ ϕ− −= = = =          ე.ი.  pF  

სიმრავლის  ყოველ ელემენტს  k e , pF  სიმრავლეში გააჩნია შებრუნებული 

ელემენტი  (p) 1k eϕ −
  ,  { 1, 2, ... , 1 }k p∀ ∈ −  ,  ე. ი. pF  სიმრავლე არის 

ველი    

ლემა 4 :   

ვთქვათ L M⊂  და  ,L M  სიმრავლეები სასრული ველებია ,  მათ გააჩნიათ 

ერთი და იგივე მახასიათებელი . 

დამტკიცება :   

ლემა 1  −   ის თანახმად M  ველს გააჩნია მახასათებელი ,  ვთქვათ ეს 
მახასიათებელი არის p  რიცხვი .  რადგან  M  დაL  ორივე ველებია  და  

L M⊂  ,  ამიტომ  e M e L∈ ⇒ ∈   ,   ამის გამო   pF L⊂  .  pF L⊂   და 

L M⊂   ე.ი. p  რიცხვი არის L  ველის მახასიათებელიც    

 

ვთქვათ L M⊂  და  ,L M ველებია −  M  სიმრავლე შეიძლება განვიხილოთ 

როგორც  წრფივი სივრცე  L  ველის მიმართ . 

ლემა 5 :   

თუ ,L M  სიმრავლეები სასრული ველებია და L M⊂  ,  მაშინ | | | L |nM = ,  

სადაც n  რიცხვი წარმადგენს M  სიმრავლის ,  როგორც  L  ველის მიმართ   

წრფივი სივრცის განზომილებას.     
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დამტკიცება  :   

M  ველში ერთი ელემენტი მაინცაა წრფივად დამოუკიდებელი ,  რადგან  თუ   
s M∈  და  0s ≠  ,  მაშინ  0 0sα α= ⇔ =    Lα∀ ∈  და  

0s M∀ ≠ ∈ .  M  სიმრავლის წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტების 

რაოდენობა უსასრულო ვერ იქნება ,  რადგან  თითოეული წრფივად 
დამოუკიდებელი ელემენტი M  სიმრავლისაა და M სიმრავლის ელემენტების  
რაოდენობა სასრულია.  ე.ი. M   სიმრავლის წრფივად დამოუკიდებელი 
ელემენტის რაოდენობა სასრულია. n  იყოს  M  სიმრავლის  წრფივად 

დამოუკიდებელი ელემენტთა მაქსიმალური რაოდენობა  და  1 , 2, ... , na a a    

იყოს M სიმრავლის  წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტები .  s M∀ ∈ ∃  

iα  1 i n≤ ≤   სადაც   i Lα ∈  და  1 1 2 2 ... n ns a a aα α α= + + +    .  ე.ი.  

M სიმრავლის ელემენტების რაოდენობა იმდენია , რამდენი განსხვავებული  

1 2, , ... , nα α α  სკალარიც შეიძლება ვთქვათ L  ველიდან  ე.ი.  

| | | L | | L | ... | L | | L | n

n

M = =  



     

ამ ლემებს გამოვიყენებთ სასრული ველების  ერთ −  ერთი მნიშვნელოვანი თვისების 

დასამტკიცებლად  . 

თეორემა 1 :   

M   სასრული ველის ელემენტების რაოდენობაა np .  სადაც  p  რიცხვი არის 

M   სასრული ველის ველის მახასიათებელი და  n  რიცხვი არის  M   

სასრული ველის , როგორც pF  ველის მიმართ  წრფივი სივრცის 

განზომილება  . 

დამტკიცება :   

ლემა 1  −   ის თანახმად ∃ M ველის მახასიათებელი p  რიცხვი  . M   

სასრული ველი წარმოადგენს  წრფივ სივრცეს pF  ველის მიმართ .  ლემა 5 −

ის თანახმად  M წფივი სივრცე pF  ველის მიმართ  სასრულ 

განზომილებიანია ე.ი.  ∃ nრიცხვი  რომელიც იქნება M წფივი სივრცის 

განზომილება .  ლემა 5 −ის თანახმად | | | | n n
pM F p= =     

ე. ი.  თუ ,L M  სიმრავლეები სასრული ველებია და L M⊂  ,  ლემა 1 −   ისა და  

ლემა 4 −  ის  თანახმად   p∃  რიცხვი , რომელიც   არის  L  და  M   ველის 

მახასიათებელი  .  pF L⊂   და  pF M⊂  ,   თეორემა 1  −   ის თანახმად  n∃ და  

m   რიცხვები  ი. რ.  | L | np=   და  | | mM p= . 
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თეორემა 2 : 

ვთქვათ ,L M  სიმრავლეები სასრული ველებია და L M⊂   | L | np=  

და  | | mM p= ,  მაშინ  |n m   . 

ამ  თეორემის დასამტკიცებლად გამოვიყენებთ შემდეგ სქემას : 

ლემა 6 : 

 ვთქვათ M  სიმრავლე სასრული ველია ,  მაშინ  0s M∀ ≠ ∈   n N∃ ∈   

ი. რ.  ns e=   . 

დამტკიცება :   

ნებისმიერი 0s ≠  ელემენტისათვის ,  s M∈ , განვიხილოთ   ელემენტები 
0 1 2, , , ... , , ... .ms e s s s s= =   სადაც  ჩანაწერი  ms აღნიშნავს შემდეგ 

გამოსახულებას  ... m

m

s s s s=  



  m N∀ ∈   . განსახილველი 

ელემენტების რაოდენობა უსასრულოა და  m N∀ ∈    ms M∈  ,   M
ველი სასრულია  ე.ი. განსახილველი ელემნტებიდან განსხვავებულების  
რაოდენობა სასრულია .  რადგან  ყველა ელემენტის რაოდენობა უსასრულოა ,  

ამიტომ ელემენტები მეორდება −  ე.ი.  k ts s=  და   k t≠  .  k ts s=   ⇒    
1 1( ) ( )k t t ts s s s− −=    ⇒   | |k ts e− =    და   0k t− ≠    ე. ი. e   ეს 

ელემენტი მიღებადია, ე. ი. არსებობს არანულოვანი რიცხვი −ი. რ.  ns e=   

შენიშვნა 1 :   

 თუ  ns e=   ⇒   ( )n m n ms e s m N= = ∀ ∈   ,   ამიტომ  არსებითია 

0s ≠ ელემენტის ხარისხის როლში განვიხილოთ უმცირესი   n  რიცხვი, 

რომლისთვისაც  ns e= .  ასეთ დროს გამოვა , რომ  ყველა განსხვავებული 

ელემნენტები ესენია  0 1 2 1, , , ... , .ns e s s s s −= =  

შენიშვნა 2 :  

მინიმალური ველი , რომელიც მოიცავს L ველს   და  \M L  სიმრავლეს, 

არის  M ველი .   1 2\ { , s , ... , }kM L s s=  .  

 ავაგოთ  მინიმალური ველი ,  რომელიც მოიცავს L  ველსა და   \s M L∈  

ელემენტს , ამ ველს აღვნიშნავთ სიმბოლოებით ასეთნაირად − ( )L s  : ( )L s  

ველი ჩაკეტილი უნდა იყოს M ველზე განსაზღვრული +  და     ოპერაციების 
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მიმართ .  ლემა 6  − ისა და  შენიშვნა 1 − ის  თანახმად  n N   

 0 1 2 1{ , , , ... , } ( )ns e s s s s L s−= =      და  en
s e=   .  რადგან  ( )L s   

ჩაკეტილია  +   და    ოპერაციების  მიმართ,  ამიტომ  

1 1

0 1 1... ( )k

ke s s L s   −

−+ + +        0 1i L i n    −    და  

0 1k k n   −    .  რადგან   en
s e=    და   en    რიცხვი  არის  s   ელემენტის  

უმცერესი  ხარისხი ,  ამიტომ  

1 1 1 1

0 1 1 0 1 1( ... ) ( ... )i j

i je s s e s s     − −

− −+ + + + + + =   

1 1

0 1 1... ( )t

te s s L s   −

−+ + +   და  

1 1 1 1

0 1 1 0 1 1( ... ) ( ... )i j

i je s s e s s     − −

− −+ + + + + + + =   

1 1

0 1 1... ( ) 0 , , , 1u

ue s s L s i j t u n   −

−+ + +     −   , 

, , , ( )q w r c L s       , 

0 1, 0 1, 0 1, 0 1q i w j r t c u  −   −   −   −   . რადგან  

 ( )L L s     ე. ი.   ( )L s    ველი შეგვიძლია განვიხილოთ L    ველის მიმართ  

როგორც წრფივი სივრცე .  

რადგან    0 1 2 1, , , ... , ns e s s s s −= =    ელემენტებიდან ყველა განსხვავებულია  და  

en
s e=    ამიტომ   1 2 1, , , ... , ne s s s −     −   ეს  ელემენტები წრფივად  

დამოუკიდებელია, ხოლო  1 2 1, , , ... , ,n ne s s s s−   −  ელემენტები წრფივად  

დამოკიდებული.   ე. ი.   1 1

0 1 1... 0n n

n ne s s s   −

−+ + + + =     და  

i L     რომ   0i   ,   1i    .  1 1

0 11
... n n

n ne s s s  
−

−+ + + +   

 −  ეს გამოსახულება შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც  L   ველის მიმართ  n   რიგის  

პოლინომის ნიშვნელობა  s   ელემენტზე  და  რადგან  

1 1

0 11
... 0n n

n ne s s s   −

−+ + + + =    ,  s   ელემენტი არის ამ  

პილინომის ფესვი .  აღვნიშნოთ ეს  n    რიგის პოლინომი სიმბოლოთი f  , ე. ი.  

deg ( ) nf =   და   ( ) 0f s =    და   n    რიცხვი არის უმცირესი რიგი  პოლინომისა 

L   ველის მიმართ   , რომლის ფესვიც შეიძლება იყოს  s    ელემენტი . f   პოლინომი  

L   ველის მიმართ დაუყვანადი პოლინომია , რადგან  თუ დაყვანადია  L   ველის  

მიმართ ე. ი. ,g h    პოლინომები L   ველის მიმართ  ი. რ.  f g h=    და  

deg ( ) deg ( ) 1f h   , deg ( ) deg ( ) 1f h   , მაშინ    ( s ) ( s ) ( s )f g h=   

ე. ი.  0 ( s )g=   ,  ან  0 ( s )h=     ( s ) , ( s ) Mg h     ე. ი.   s   ელემენტი ყოფილა  g   

ან  h   პოლინომის ფესვი ,  რადგან   deg ( ) deg ( )g f n =    და  

deg ( ) deg ( )h f n =     და  s    ელემენტი გამოდის  n   რიცხვზე უფრო დაბალი  

რიგის პოლინომის ფესვი , მაგრამ  s   ელემენტი  n   რიცხვზე უფრო დაბალი რიგის  

პოლინომის ფესვი არაა   ე. ი. არ შეიძლება  f     პოლინომი იყოს   L   ველის მიმართ 
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დაყვანადი ე. ი.  f    პოლინომი   L   ველის მიმართ დაუყვანადი პოლინომია . რადგან  

 f    პოლინომი  L   ველის მიმართ დაუყვანადი პოლინომია ე. ი.  L   ველის მიმართ  

ყოველი  p   პოლინომისთვის  ( , p)f f=    ან   ( , p)f e=    ე. ი. როდესაც  

( , p)f f=   გამოვა , რომ  q   პოლინომი  L   ველის მიმართ ი. რ. p f q=   ე. ი.  

( ) ( ) ( )p s f s q s=    ე. ი.   ( ) 0 ( )p s q s=    ე. ი.   ( ) 0p s =   ,  ( )p s    ეს  

ელემენტი ნულოვანი ელემენტი გამოვიდა . როდესაც  ( , p)f e=   ე. ი.  L   

ველის მიმართ  პოლინომები  l    და  r    ი. რ.   pf r l e+ =    ე. ი.  

( ) ( ) p(s) ( )f s r s l s e+ =    ე. ი.   0 ( ) p(s) ( )r s l s e+ =    ე. ი.  

 p(s) ( )l s e=   ,  ( )p s    არანულოვანი ელემენტი გამოდის  ,  ე. ი.  s   ელემენტი  

არაა ამ  p   პოლინომის ფესვი .  რადგან  en
s e=   ამიტომ  p(s)   და   (s)l   

ელემენტების სახე ასეთია 1

0 1 ... k

ke s s  + + +  ,  სადაც  0 k n    ე. ი.  

 p(s)   და   (s)l    ორივე და   ( )L s   . რადგან  p(s) ( )l s e=   ყოველი  p   

პოლინომისთვის , რომლის ფესვიც არაა  s   ელემენტი , ამიტომ ყოველ არანულოვან  

 1

0 1 ... k

ke s s  + + +    ასეთ ელემენტს გააჩნია შებრუნებული ელემენტი  

და ესეც 1

0 1 ... m

me s s  + + +    მასეთივეა  0 ,k m n     და რადგან  

თითოეული მათგანი   M   ველის ელემენტია ამიტომ მათთვის  M   ველის  +  ,    

ოპერაციების მიმართ სრულდება ასოციაციურობისა და კომუტაციურობის  

თვისებები, ნულოვანი  ( 0 0 )e =   და ერთეულოვანი  (1 0 )e =   ელემენტის 

არსებობა, დისტრიბუციულობის თვისება , ყოველი არა ნულოვანი ელემენტისთვის 

შებრუნებულისა და მოპირდაპირის არსებობა . ე. ი. სიმრავლე  

1 1

0 1 1{ ... : , 0 1 }n

n ie s s L i n   −

−+ + +    −    გამოვიდა ველი  

და აგების თანახმად უმცირესი ველი რომელიც მოიცავს  L   ველსა  s   ელემენტს  

ამიტომ  1 1

0 1 1( ) { ... : , 0 1 }n

n iL s e s s L i n   −

−= + + +    −   . 

| ( ) | | | nL s L=   ,  სადაც  n   არის უმცირესი რიგი პოლინომისა L   ველის მიმართ ,  

რომლის ფესვიცაა  s   ელემენტი , ასევე  en   არის რიცხვი , რომელსაც აქვს სახე:  

 en
s e=   და  e   ელემენტი მიღებადია პირველად .  

აქ  აღწერილი სქემის გამოყენებით   თორემა 2   დამტკიცდება შემდეგნაირად:  

 

დამტკიცება :  

 თუ  \M L =     ე. ი.   L M=    ე. ი.   n m=   და   |m m    . თუ  

\M L       ,    1 2\ { , s , ... , }lM L s s=        .    1 2( , , ... )dL s s s   

განვიხილოთ როგორც  1 2 1( , , ... )dL s s s −   ველის მიმართ წრფივი სივრცე  

{1, 2 , ... , k }d     ,   0( ( ) )L s L=  . 
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1 1 2 1 2( ) ( , ) ... ( , , ... )kL L s L s s L s s s M⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =  მაშინ ზემოთ 

აღწერილის თნახმად  გვექნება:  1 2, , ... , kn n n N∃ ∈   ი. რ.  

1 1
1| ( ) | ( p ) n nn nL s p= = 

  

1 2 1 2
1 2| ( , ) | ( )n n n n nnL s s p p= =  

  

•  
•  
•  

1 1 1... n ... n
1 2| ( , , ... ) | (p ) pk k kn n n n n

kL s s s −= =     

 

მაგრამ  1 2( , , ... )kL s s s M=    ე. ი. 1 2| ( , , ... )| | |kL s s s M=   ე. ი.  

1 ... nkm n n=       ე. ი.   |n m        
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elifsuri wirebiს maTematikuri safuZvlebi 

mesame rigis wirs E  -s, romelic mocemulia gantolebiT  

                                                             baXXYE ++= 32   :                                  (1) 
ewodeba elifsuri wiri (sinamdvileSi (1 ) tipis gantoleba  

miRebulia ufro zogadi saxis gantolebidan, romelic CvenTvis 

saintereso ar aris ). 

radganac    baXXY ++±= 3     grafiki   simetriulia abcisaTa 

RerZis mimarT, da rom vipovoT misi TanakveTa abcisaTa RerZTan, saWiroa 

amovxsnaT gantoleba:  

                                                               03 =++ baXX                                          (2) 

kardanos  formulebiT  

23

23






+






=

baD  

1) Tu 0<D  ,    (2)  gantolebas aqvs 3 gansxvavebuli namdvili fesvi 

γβα   ,  , . 

 

 

 

 

 

    

 

                       sur.1. elifsuri wiri, roca 0<D . 

2)Tu 0=D ,  maSin (2)  gantolebas aqvs 3 namdvili fesvi ββα   ,  , , 

romelTagan ori mainc erTmaneTis tolia.                                         

 

                        sur.2. elifsuri wiri, roca 0=D . 

 

 γ  β  α  

Y 

X 
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3)Tu  0>D ,   (2)  gantolebas aqvs erTi namdvili α  da ori 

kompleqsuri  fesvi. 

 

                            Y  

 

 

 

                     α                  X  

 

                     sur.3. elifsuri wiri, roca 0>D . 

wirs, romelic aris  nax.2 –ze ewodeba singularuli. (β ,0)  

singularulobis wertilSi aqvs ori mxebi. singularul wirs 

gamovricxavT Cveni ganxilvidan anu vixilavT 0≠D  SemTxvevas, rac 
eqvivalenturia  

      0274 23 ≠+ ba                                   (3)  

vTqvaT elifsuri   E  wiri mocemulia  gantolebiT  (1) , (3)  pirobiT. 
ganvsazRvroT wirze wertilTa kompoziciis operacia. 

aviRoT  ( ) ( )2211 , ,  , yxQyxP ==  wertilebi E  wiridan. da gavavloT am 

wertilebze wrfe, es wrfe gadakveTs wirs mesame wertilSi, romelic 

aRvniSnoT R′ -iT. mesame wertili aucileblad arsebobs, radganac  Tu 

kubur gantolebas aqvs ori namdvili fesvi, romelic Seesabameba 

QP   da   wertilebs, Sesabamisad mas mesame fesvic aqvs, romelic 

Seesabameba R′ -s.                 

                 

                  sur.4. wertilTa kompozicia ც 
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R  wertils, koordinatebiT  ( )33, yx , romelic miiReba R′ wertilis 

ordinatis SecvliT vuwodoT QP   da  wertilebis kombinacia da  

QPR +=  

vTqvaT, EP∈ wertils aqvs koordinatebi ( )yx, , maSin wertilebi 

koordinatebiT  ( )yx,  aRvniSnoT P− -Ti.  CavTvaloT, rom vertikaluri 

wrfe, romelic gadis P  da P−  wertilebSi kveTs wirs usasrulod 

daSorebul O  wertilSi. e.i.   OPP =−+ )(  

SeTanxmebiT 

PPOOP =+=+  

O  wertili elifsur wirze asrulebs  0-is rols. warmovidginoT, 

rom QP   da  wertilebi erTmaneTs uaxlovdeba ( )11, yxQP ==  wertilSi, 

maSin kompozicia  

( ) PPQPyxR +=+== 33,  

miiReba P  wertilSi mxebis gavlebiT da wirTan misi gadakveTis R  

wertilis simetriuli asaxviT X  RerZis  mimarT (nax.5) 

                 

                  sur. 5 wertilis gaormageba  [ ]PPPR 2=+=  

visargebloT Semdegi aRniSvniT  [ ]PPPR 2=+=  

gamoviyvanoT formulebi, romliTac miiReba ( )33, yxR =  koordinatebi 

( )11, yxP =  da ( )22 , yxQ = -is gamoyenebiT. 

ganvixiloT SemTxveva , roca QP ±≠  da QPR +=  (sur. 4) 

k -Ti aRvniSnoT QP   da  wertilebze  gamavali wrfis sakuTxo 

koeficienti. cxadia   
12

12

xx
yyk

−
−

= , 
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maSin wrfis gantolebas aqvs saxe   ( )11 xXkyY −=−   (6),  anu  

miRebuli Y  SevitanoT  wiris gantolebaSi, anu vipovoT wirTan 

gadakveTis wertili.  

( )( ) baXXxXky ++=−+ 32
11  

Tu aviyvanT kvadratSi da davajgufebT, miviRebT kubur gantolebas 

0 . . .223 =+− xkx  

cxadia, rom kubur gantolebis  fesvTa jami tolia 2x -is 

koeficients mopirdapire niSniT (vietis TeoremiT). 

2
321 kxxx =++  

aqedan     21
2

3 xxkx −−=  

Tu miRebul 3x -s CavsvamT  (6) wrfis gantolebaSi, miviRebT R′ -sTvis 

( )1313 xxkyy −+= , Tu niSans SevcvliT  miviRebT  ( ) 1313 yxxky −−= . 

ganvixiloT [ ]PR 2=  wertilis miReba. gavawarmovoT (1) da miviRebT 

axyy +=′ 232  

mxebis sakuTxo koeficienti P  wertilSi warmoebulis  mniSvnelobis 

tolia: 

1

2
1

2
3

y
axk +

=  

Semdeg R  wertilis koordinatebis miReba grZeldeba analogiurad. 

SevniSnoT, rom Tu P  wertilis ordinata 0-ia, maSin mxebi ordinatTa 

RerZis marTobulia da  

[ ] OP =2  

elifsur wirebs aqvs Semdegi Tvisebebi: 

1)  PQQP +=+  nebismieri EQP ∈,  wertilisaTvis. 

2)  ( ) ( ) SQPSQP ++=++   nebismieri ESQP ∈,,  wertilisaTvis. 

3)  arsebobs nulovani elementi  O  (wertili usasrulobaSi), iseTi 

rom PPOOP =+=+   nebismieri EP∈  wertilisaTvis. 

4) yoveli EP∈  wertilisaTvis arsebobs wertili EP∈− , iseTi rom  

( ) OPP =−+  
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Cven vxedavT, rom wirze wertilebis kompoziciisas gamoiyeneba 

operaciebi: Sekreba, gamokleba, gamravleba da gayofa ricxvebze. es 

niSnavs, rom miRebuli Sedegebi iqneba SenarCunebuli Tu  moqmedebebs 

CavatarebT mTel ricxvebze martivi p  moduliT. 

am SemTxvevaSi Sekreba, gamokleba, gamravleba sruldeba p  moduliT. 

xolo gayofa ki 
v
u
 sruldeba u -s gamravlebiT 1−v -ze p  moduliT. 

puv mod1−  

moduliT martivoba saWiroa imisaTvis, rom  nebismieri dadebiTi 

pv < ricxvisaTvis arsebobdes misi Sebrunebuli iseTi, rom  

)(mod11 pvv ≡−  

aseTnairad Cven miviRebT wiris gantolebas  

( )pbaXXYE mod   :  32 ++=             (10)  

sadac aYX ,,  da pb <  

  a  da b -sTvis udna Sesruldes piroba 

     ( ) 0mod274 23 ≠+ pba               (11) 

simravle  ( )baEp ,  Sedgeba yvela ( )yx,  wertilebisgan  

pyx <≤ ,0 ,  

romelic akmayofilebs (10) gantolebas, da O  wertilisagan 

usasrulobaSi. am sidides didi mniSvneloba aqvs kriptogarfiaSi. 

magaliTi: ganvixiloT wiri 

            ( ) ( )7mod62   :6,2 32
7 ++= XXYE   (12 ) 

SevamowmoT piroba (11). 

( ) 0316147mod62724 23 ≠=⋅+⋅=⋅+⋅  

e.i. mocemuli wiri arasingularulia. aviRoT nebismieri wertili 

( )6,27E -dan, magaliTad 5=x , maSin  

( )7mod12 ≡y da ( )7mod1≡y ,   ( )7mod1−≡y . 

vipoveT 2 wertili: (5,1) da (5,6).  

vipovoT wertili [2] (5,1) 
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( )

)7(mod61)45(0
)7(mod410

7mod0
12

253

3

3

2

=−−⋅=
=−=

=
⋅
+⋅

=

y
x

k

 

miviReT, rom [2] (5,1)=(4,6) , SegviZlia davrwmundeT, Tu CavsvamT mis 

koordinatebs (12)-Si rom moRebuli wertili ekuTvnis wirs. 

vipovoT [3] (5,1)=(5,1)+(4,6)     

( )

)7(mod51321)25(2
)7(mod2452

7mod265
6
5

54
16

3

2
3

=−⋅=−−⋅=
=−−=

=⋅==
−
−

=

y
x

k

 

miviReT, rom    [2] (5,1)=(2,5),   e.i. vnaxeT oTxi wertili.  

wiris kriptogarfiuli gamoyenebisTvis saWiroa vicodeT sul ramdeni 

wertilia ( )6,27E –wirze. 

ramdenime sityviT davaxasiaToT  ( )baEp , , cxadia es simravle 

sarulia da masSi Sedian wertilebi mTeli koordinatebiT  ( )yx, , sadac  

pyx <≤ ,0 . arsebobs pirdapiri analogia ( )baEp ,  simravlesa da mTeli 

ricxvis xarisxebis moduliT p  simravles Soris, anu ufro zustad 

( )baEp , -Si arsebobs warmomqmneli G , iseTi rom mwkrivi  

 GnGGG ][  ,  .  .  . ,]3[  ,]2[  ,  , sadac ),(# baEn p= , aris ( )baEp , -s elementebi, 

amasTanave OGn =][ . 

wirze ricxvTa raodenoba bap ,,  parametrebis arCevisas SeiZleba iyos 

martivi ricxvi, anu ),(# baEp  iyos martivi. am SemTxvevaSi nebismieri 

wertili aris mTeli simravlisTvis warmomqmneli. 

Sebrunebuli amocana, romelsac tradiciulad ewodeba  diskretuli 

logariTmi elifsur wirebze yalibdeba Semdegnairad: 

Tu viciT QP   da  wertilebi, vipovoT m  ricxvi, iseTi rom, 

PmQ ][= . es amocana sakmaod Znelia, Tu parametrebs avirCevT ise 

rogorc SemdegSia naCvenebi, maSin m -is sapovnelad amJamad cnobili 

saukeTeso algoriTmebiTac ki gvWirdeba  ( )qO  operacia wirebze, sadac 

q   aris im qvesimravlis simZlavre, romelsac ekuTvnis QP   da  

wertilebi. wirebze yvela gamoTvla tardeba moduliT p  (e.i. 

daaxloebiT qp loglog = , anu ( ) 




= 22

t
OqO  ). 
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ელიფსური წირების გამოყენება კრიპტოსისტემებში 
 

nebismieri kriptosistema, romelic efuZneba diskretul logariTms, 

advilad SeiZleba iyos gadatanili elifsur wirebze. ZiriTadi principi 

mdgomareobs  

( )pgy x mod≡  

operaciis Secvlisa ( )pGxy mod][≡  operaciiT. 

el-gamelis Sifri elifsur wirebze 

vTqvaT gvaqvs arCeuli elifsuri wiri ( )baEp ,  warmomqmneli G  

wertiliT, iseTi rom  GqGGG ][  ,  .  .  . ,]3[  ,]2[  ,   iyos gansxvavebuli da 

OGq =][  raime q  martivi ricxvisTvis. TiToeuli momxmarebeli U irCevs 

SemTxveviT Uc  ricxvs, romelic aris misi saidumlo gasaRebi da 

gamoTvlis wirze GcD UU ][= , rac aris misi Ria gasaRebi. wiris 

parametrebi da Ria gasaRebTa CamonaTvali aqvs qselis yvela 

momxmarebels. vTqvaT A  momxmarebelma unda gadasces B  momxmarebels 

raime m  Setyobineba (m -s aqvs ricxvis saxe, pm <  ). 

A  akeTebs Semdegs: 

1) irCevs SemTxveviT k  ricxvs. qk <<0 . 

2) gamoTvlis ),(][       ,][ yxDkPGkR B === . 

3) Sifravs pmxe mod= . 

4) ugzavnis B -s daSifrul teqsts ),( eR . 

B miiRebs ra ),( eR -s, akeTebs Semdegs: 

    1) gamoTvlis ),(][ yxRcQ B ==  

    2) gaSifravs   pexm mod1−=′  

aq dagvWirda, rom BBBB DkGckGkcRc ][)]]([[)]]([[][ ===  

e.i. PQ = , amitom mm =′ . 

Qwertilis x koordinati mowinaaRmdegesaTvis aris ucnobi, radgan 
man ar icis k  ricxvi. mowinaaRmdege Seecdeba gamoTvlos k    R  

wertilidan, magram amisaTvis saWiro iqneba diskretuli logariTmis 

gamoTvla wirze. 
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eleqtronul-cifuli xelmowera  
 

es meTodi analogiuria, rogoric  iyo ГОСТ Р34.10-94 ,  magram xarisxSi 
ayvana Secvlilia wirze operaciebis kompoziciiT. momxmareblebi irCeven 

saerTo elifsur wirs     ( )baEp ,  da G  wertils maTze ise, rom        

GqGGG ][  ,  .  .  . ,]3[  ,]2[  ,      arian gansxvavebuli wertilebi da OGq =][       

raime martivi q -sTvis ( q  ricxvis sigrZe aris 256 biti ).   yoveli U        

momxmerebeli airCevs saidumlo Ux  gasaRebs qxU <<0  da gamoTvlis 

wertils wirze   GxY UU ][= . wiris parametrebi da Ria gasaRebis 

CamonaTvlali yvela momxmareblisTvis cnobilia. imisTvis rom A  

momxmarebelma xeli moaweros m  Setyobinebas, is akeTebs Semdegs: 

1. irCevs SemTxveviT k  ricxvs, qk <<0 . 

2. gamoTvlis ),(][ yxGkP == . 

3. gamoTvlis pxr mod=  (Tu 0=r -s ubrundeba 1-s ). 

4. gamoTvlis ( ) qrxkms A mod+=  (Tu 0=s -s ubrundeba isev 1-s ). 

5. xels awers Semdegi SetyobinebiT ),( sr -iT.  

rom Seamowmos, A -m moawera Tu ara xeli, nebismieri momxmarebeli 

iqceva Semdegnairad: 

    1. amowmebs aris Tu ara  qsr << ,0 . 

    2. gamoTvlis )(mod1
1 qsmu −=  da 

                   )(mod1
2 qrmu −−=  

    3. gamoTvlis wirze wertilebis Semdeg kombinacias  

    ),(][][ 21 yxYuGuP A =+=  . 

( ) GkGxrmGmrxGkGxrmGmrxkmYuGuP AAAAA ][][][][]][[][][][ 1111
21 =−++=−++=+= −−−−

4. Tu OP = , maSin xelmowera ar miiReba. 

anu Tu qrx mod≡ , maSin xelmowera miiReba, winaaRmdeg SemTxvevaSi 

ara.  
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ალგორითმი 

პროგრამის ალგორითმი ასეთია , საწყის ეტაპზე ვსაზღვრავთ ელიფსური წირის 
პარამეტრებს და მარტივ რიცხვს. ,a b  რიცხვები უნდა შევარჩიოთ შემდეგი წესის 

დაცვით  ( )3 24 27 0 moda b p+ ≠   და p მარტივი რიცხვია (  აქ ჩვენ აღებული 

გვაქვს ( )3 mod 4p≡  მარტივი რიცხვი ) . 

მომდევნო ჯერზე აღვწერთ ელიფსური წირის წერტილების სიმრავლეს . ელიფსური 
წირის წერტილების სიმრავლეიდან შევარჩევთ ელიფსური წირის წერტილების 
სიმრავლის, როგორც ჯგუფის წარმომქმნელ ელემენტს . 

ნებისმიერი რიცხვისთვის l  , ახალ რიცხვს ვსაზღვრავთ შემდეგნაირად : ვპოულობთ 
ელემენტს ელიფსურ წირზე. ელიფსური წირის წარმომქმნელ G  ელემენტს ვკრებთ l  

ამ რაოდენობით , მიიღება ელიფსური წირის ახალი წერტილი ( ),s t . 

 l  რიცხვს ვუსაბამებთ s   რიცხვს -  ამას ვუწოდებთ დაშიფვრას .  

რადგან ჩვენთვის ცნობილია წარმომნქმნელი ელემენტი ამიტომ ჩვენ შევძლებთ s  
რიცხვისაგან ( დაშიფრული რიცხვისაგან ) განვსაზღვროთ l  რიცხვი ( რომელი 
რიცხვიც გარდაიქმნა ამ s  რიცხვად ) . G  წარმომქმნელი ელემენტია , ვიხილავთ 

ახალ ელემენტებს , 2 , ...,G G n G n N∈    ,  ...
n

G G G n G+ + + = 



 , რადგან G  

წარმომქმნელი ელემენტია ე. ი.  k∃ ი. რ. ( ),k G s t= .  

s  რიცხვს შევუსაბამებთ k  რიცხვს - ამას დავუძახებთ გაშიფვრას . 

ჩვენ ვკრებთ ტექსტს , ტექსტის ყოფელ ასოს ვუსაბამებთ ორი ციფრისგან შემდგარ 
რიცხვს  00,01, .... ,10,11 , ... , 20 ,21, ... 25  ( აქ გვაქვს  

00,01, .... ,10,11 , ... , 20 ,21, ... 25, 26  , რადგან 00  გვაქვს ადგილის 

გამოტოვებისთვის ) . მიღებულ რიცხვებს ვაჯგუფებთ ორ - ორად , მიიღება ახალი 
რიცხვები , ამ რიცხვებისთვის ( ესენიც ხომ ნებისმიები რიცხვებია ) აღწერილი სქემის 
მიხედვით ვსაზღვრავთ სხვა რიცხვებს და სხვა რიცხვებიდან ვსაძღვრავთ ამ 
რიცხვებს .  

მიღებილ რიცხვებს ვუსაბამებთ ასეოებს , და გექნება ტექსტი . 

 

#include <cstdio> 
#include <iostream> 
#include <vector> 
#include <string> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
string s,s1; 
int raod,p=2699,a=7,b=13,xark,n,deg=2709; 
//int raod,p=11,a=1,b=6,xark,n,deg=2709; 
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int *mas; 
pair<int,int> gmas[2709]; 
vector < pair<int,int> > q; 
pair<int,int> g; 
pair <int,int> * mas1; 
void dasifrva(); 
void gasifrva(); 
void gasifruli_teqsti(); 
int xar(int a,int i); 
void texstis_setana(); 
void texti_ricxvebsi(); 
void elifsuri_wiri(); 
pair<int,int> jeradoba(pair<int,int>,int n); 
pair<int,int> jami(pair<int,int> w); 
pair<int,int> jami(pair<int,int> w,pair<int,int> u); 
 
int main() 
{ 
 texstis_setana(); 
 texti_ricxvebsi(); 
 elifsuri_wiri(); 
 dasifrva(); 
 gasifrva(); 
 gasifruli_teqsti(); 
 return 0; 
} 
 
void gasifruli_teqsti() 
{ 
 string s; 
 string z=" abcdefghijklmnopqrstuvwxyz"; 
 for(int i=0;i<raod;i++) 
 { 
  s.push_back(z[mas[i]/100]); 
  s.push_back(z[mas[i]%100]); 
 } 
 freopen("gasifruli_texti.txt","w",stdout); 
 cout<<s; 
} 
 
void gasifrva() 
{ 
 freopen("gasifruli_ricxebi.txt","w",stdout); 
 for(int i=0;i<raod;i++) 
 { 
  for(int j=0;j<deg;j++) 
  { 
   if(mas1[i]==gmas[j]) 
   { 
    mas[i]=j; 
    cout<<mas[i]<<" "; 
    break; 
   } 
  } 
 } 
} 
 
void dasifrva() 
{ 
 freopen("warmomqmnelis_jeradobebi.txt","w",stdout); 
 cout<<1<<" "<<gmas[1].first<<" "<<gmas[1].second<<endl; 
 cout<<2<<" "<<gmas[2].first<<" "<<gmas[2].second<<endl; 
 for(int i=3;i<deg;i++) 
 { 
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  cout<<i<<" "<<gmas[i].first<<" "<<gmas[i].second<<endl; 
 } 
 
 mas1=new pair<int,int> [raod]; 
 freopen("dasifruli_teqsti.txt","w",stdout); 
 for(int i=0;i<raod;i++) 
 { 
  mas1[i]=gmas[mas[i]]; 
  cout<<mas1[i].first<<" "<<mas1[i].second<<endl; 
 } 
} 
 
void elifsuri_wiri() 
{ 
 freopen("wiris_elementebi.txt","w",stdout); 
 for(long long i=0;i<p;i++) 
 { 
  long long tmp=(i*i*i+a*i+b)%p; 
  int tmp1=xar(tmp,(p-1)/2)%p; 
  if(tmp1==1) 
  { 
   xark=xar(tmp,(p+1)/4); 
   q.push_back(make_pair(i,xark)); 
   q.push_back(make_pair(i,p-xark)); 
  } 
 } 
 n=q.size()+1;  
 for(int i=0;i<n-1;i++) 
 { 
  printf("( %d,%d )\n",q[i].first,q[i].second); 
 } 
 printf("elementta raodenoba %d",n); 
 //g=make_pair(9,2386); 
 vector <int> k (n,0); 
 pair<int,int> tmp; 
 for(int i=0;i<n;i++) 
 { 
  bool chk=true; 
  g=q[i]; 
  gmas[1]=g; 
  gmas[2]=jami(g); 
  k[gmas[1].first]++; 
  k[gmas[2].first]++; 
  for(int j=3;j<n;j++) 
  { 
   gmas[j]=jami(gmas[j-1],g); 
   k[gmas[j].first]++; 
   if(k[gmas[j].first]>2) 
   { 
    chk=false; 
    break; 
   } 
  } 
  if(chk)break; 
  for(int j=0;j<n;j++) 
  { 
   k[j]=0; 
  } 
 } 
} 
 
pair<int,int> jami(pair<int,int> w) 
{ 
 int a1,b1; 
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 a1=w.first; 
 b1=w.second; 
 long long tmp=((3*a1*a1+a)%p*(xar((2*b1)%p,p-2)))%p; 
 int tmp1=(tmp*tmp-2*a1)%p; 
 if(tmp1<0)tmp1+=p; 
 tmp=(tmp*(a1-tmp1)-b1)%p; 
 if(tmp<0)tmp+=p; 
 return make_pair(tmp1,tmp); 
} 
 
pair<int,int> jami(pair<int,int> w,pair<int,int> u) 
{ 
 if(w.first>u.first)swap(u,w); 
 
 int tmp=u.first-w.first; 
 if(tmp<0)tmp+=p; 
 tmp=xar(tmp,p-2); 
 int tmp1=(u.second-w.second)%p; 
 if(tmp1<0)tmp1+=p; 
 tmp=tmp*tmp1%p; 
 tmp1=(tmp*tmp-w.first-u.first)%p; 
 if(tmp1<0)tmp1+=p; 
 tmp=(tmp*(w.first-tmp1)-w.second)%p; 
 if(tmp<0)tmp+=p; 
 return make_pair(tmp1,tmp); 
} 
 
pair<int,int> jeradoba(pair<int,int> w,int n) 
{  
 if(n==1)return w; 
 pair<int,int> tmp=jeradoba(w,n/2); 
 if(tmp.first==w.first&&n>3)return make_pair(-1,-1); 
 if(tmp.first==-1)return make_pair(-1,-1); 
 tmp=jami(tmp);  
 if(n%2)return jami(tmp,w); 
 else return tmp; 
} 
 
int xar(int r,int t) 
{ 
 if(t==0)return 1; 
 int tmp=xar(r,t/2)%p; 
 tmp=(tmp*tmp)%p; 
 if(t%2)return (tmp*r)%p; 
 else return tmp%p; 
} 
 
void texti_ricxvebsi() 
{ 
 freopen("texti_ricxvebsi.txt","w",stdout); 
 int k=s.size(); 
 s1=""; 
 string 
q[26]={"01","02","03","04","05","06","07","08","09","10","11","12","13", 
  "14","15","16","17","18","19","20","21","22","23","24","25","26"}; 
 for(int i=0;i<k;i++) 
 { 
  if(s[i]==' ') 
  { 
   s1+="00"; 
   if(i%2)s1+=" "; 
   continue; 
  } 
  s1+=q[s[i]-'a']; 
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  if(i%2)s1+=" "; 
 } 
 raod=s1.size()/5+((s1.size()%5)!=0); 
 cout<<s1; 
 s=""; 
 s1=""; 
 mas=new int[raod]; 
 freopen("texti_ricxvebsi.txt","r",stdin); 
 for(int i=0;i<raod;i++) 
 { 
  cin>>mas[i]; 
 } 
} 
 
void texstis_setana() 
{ 
 printf("texti semoitanet mxolod patara latinuri asoebit\n textis setana 
daasrulet sityvit eNd \n"); 
 while(true) 
 { 
   cin>>s1; 
   if(s1=="eNd")break; 
   s+=(s1+" "); 
 } 
 freopen("semotanili_texti.txt","w",stdout); 
 cout<<s; 
} 
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